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Стабильность на основе угроз

Сценарии предостережения
Рассмотрим игру n лиц <N,U1,…,Un,g1,…,gn>, где N={1,…,n}. На протяжении всей лекции будем предполагать, что множества U1,…,Un компактны, а функции выигрыша g1,…,gn  непрерывны.
Определение. Исход 
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 называется индивидуально рациональным, если для всех i(N выполняются неравенства 
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Лемма. Множество индивидуально рациональных исходов не пусто.

Доказательство. Определим стратегии 
[image: image3.wmf]0
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 условиями 
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 будет индивидуально рациональным. Действительно, для любого i(N имеем 
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, что и требуется доказать.
Определение. Набор (u1,…un,w1,…,wn), где ui(Ui и 
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 для всех i(N, называется сценарием предостережения, если для всех i(N и любого vi(Ui выполняется неравенство 
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и, кроме того, для всех j(i справедливы равенства 
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Лемма. Если (u1,…un,w1,…,wn) ​– сценарий предостережения, то исход (u1,…un) индивидуально рационален.
Доказательство. Допустим противное. Тогда найдется такое i(N, что 
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Полученное противоречие доказывает лемму.
Лемма. Если исход (u1,…un) индивидуально рационален, то найдутся такие функции 
[image: image14.wmf](,)
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, что набор (u1,…un,w1,…,wn) будет сценарием предостережения.

Доказательство. Определим функции 
[image: image15.wmf]111
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 условием 
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 для всех vi(Ui. Положим
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Определенный таким образом набор (u1,…un,w1,…,wn) будет сценарием предостережения. В самом деле, так как исход (u1,…un) индивидуально рационален, для любого vi(ui имеем 
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Если же vi=ui, то очевидно выполняются равенства 
[image: image20.wmf]()
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 Лемма доказана.
Следствие. Множество сценариев предостережения не пусто.

Определение. Исход (u1,…un) называется дележом, если он индивидуально рационален и эффективен.
Лемма. Множество дележей не пусто.
Доказательство. Множество индивидуально рациональных исходов замкнуто, так как оно задается системой нестрогих неравенств с непрерывными левыми частями. Поскольку множество всех исходов игры мы предполагаем компактным, всякое его замкнутое подмножество тоже компактно. Следовательно, в множестве индивидуально рациональных исходов найдется такой исход u, который не доминируется никаким другим индивидуально рациональным исходом. 

Тогда этот исход не может доминироваться никаким другим исходом. Действительно, допустим противное. Тогда существует исход v, который доминирует u. В силу выбора исхода u, исход v не может быть индивидуально рациональным. Значит, найдется такое i(N, что 
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, что противоречит тому, что v доминирует u. Лемма доказана.
· Повторяющаяся игра

· Необеспеченность информацией

· Осторожность по отношению наличия шпиона
(-ядро
Введем обозначение. Пусть 
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 – стратегия ее дополнения. Символом 
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Определение. (-ядром игры Г называется множество C((Г) таких исходов u игры, что для любой коалиции K и любой ее стратегии vK найдется стратегия wN\K дополнительной коалиции N\K, удовлетворяющая условию: исход (vK(wN\K) не доминирует исход u по коалиции K.

Определение. Коалиционным сценарием предостережений называется исход u вместе с набором функций 
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 (K пробегает семейство всех подмножеств множества N), если выполняется условие: для любой коалиции K и любой ее стратегии vK исход 
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 не доминирует исход u по коалиции K.
Лемма. Исход u принадлежит (-ядру тогда и только тогда, когда найдется такой набор функций 
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, вместе с которыми он образует коалиционный сценарий предостережений.

Доказательство. Докажем сначала необходимость. Пусть исход u принадлежит C((Г). Тогда для любой коалиции K и любой ее стратегии vK найдется такая стратегия wN\K дополнительной коалиции N\K, что исход (vK(wN\K) не доминирует исход u по коалиции K. Выберем любую такую стратегию и положим 
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Обратно, пусть исход u вместе с функциями 
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 образует коалиционный сценарий предостережений. Тогда для любой коалиции K и любой ее стратегии vK исход 
[image: image34.wmf]°
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 не доминирует исход u по коалиции K, значит исход u принадлежит (-ядру.
Лемма. Если u – ситуация сильного равновесия в игре Г, то u принадлежит (-ядру этой игры.
Доказательство. Пусть K – произвольная коалиция, и uN\K – стратегия дополнительной коалиции N\K, все компоненты которой совпадают с соответствующими компонентами исхода u. Тогда, очевидно, (u((vK)=(vK(uN\K). В силу того, что u – ситуация сильного равновесия исход (u((vK) не доминирует исход u по коалиции K, что и требовалось доказать.
Лемма. В игре двух лиц (-ядро и множество всех дележей совпадают.

Доказательство. Взяв в определении (-ядра K=N получим, что исход принадлежащий (-ядру эффективен. Если же исход u=(u1,u2) принадлежит (-ядру и коалиция K  состоит из одного игрока i и vK – произвольная стратегия этой коалиции, то взяв соответствующую стратегию wN\K дополнительной коалиции, получим 
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, то есть исход u является индивидуально рациональным, а значит и дележом.
Обратно, пусть исход u является дележом. Так как он по определению эффективен, определение (-ядра выполняется при K=N. Для коалиции K={1} и любой стратегии v1 первого игрока выберем стратегию w2 дополнительной коалиции {2} удовлетворяющую условию 
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. Тогда в силу индивидуальной рациональности исхода u выполняются неравенства 
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, то есть выполняется определение (-ядра при K={1}. Случай K={2} рассматривается аналогично. А так как других коалиций нет, исход u принадлежит C((Г).
· (– и (-ядро как сильные равновесия в информационных расширениях.

(-ядро
Определение. (-ядром игры Г называется множество C((Г) таких исходов u игры, что для любой коалиции K найдется такая стратегия wN\K дополнительной коалиции N\K, что для любой стратегии vK коалиции K выполняется условие: исход (vK(wN\K) не доминирует исход u по коалиции K.

Лемма. Для любой игры Г выполняется включение C((Г)( C((Г).

Доказательство. Определения (-ядра и (-ядра отличаются лишь тем, что угроза wN\K во втором случае не может зависеть от стратегии отклоняющейся коалиции. Поэтому (-ядро содержится в (-ядре.
Определение. Динамическим расширением игры Г называется игра 
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 определена условием 
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· Среднее Чезаро

Рассмотрим следующее квазиинформационное расширение 
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. Множество 
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 (для t=1 мы полагаем 
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Вложения ci определяются стандартным образом, а функции 
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 – с помощью аксиомы квазиинформационного расширения.
Теорема. Если исход u=(u1,…,un) принадлежит C((Г), то найдется ситуация 
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 для всех i(N и всех t=1,2,…
Доказательство. Пусть исход u=(u1,…,un) принадлежит C((Г). Построим ситуацию равновесия 
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Рассмотрим произвольную последовательность (u1,u2,…ut) исходов игры Г. Определим функцию 
[image: image63.wmf]{

}

1

1

:1,2,...,

t

t

l

Ut

t

-

=

®

Õ

 условиями:
А) если ul=u для всех l=1,2,…,t, то (t(u1,u2,…ut–1)=t;

Б) в противном случае (t(u1,u2,…ut–1) равно наименьшему из чисел l, для которых ul(u.
Зададим функцию 
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1

:

t

t

l

IUN

-

=

®

Õ

 условиями
В) если (t(u1,u2,…ut–1)=t, то It(u1,u2,…ut–1)=(;
Г) в противном случае 
[image: image65.wmf]{
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Для каждой коалиции K фиксируем произвольную стратегию wN\K дополнительной коалиции, удовлетворяющую условию: для любой стратегии vK коалиции K исход (vK(wN\K) не доминирует исход u по коалиции K (такая стратегия найдется, поскольку исход u принадлежит (-ядру). Для любого игрока i, входящего в коалицию N\K обозначим 
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Определим стратегию 
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Докажем, что так определенная ситуация 
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По индукции проверяется, что в ситуации 
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 для всех i(N и всех t=1,2,… Поэтому в данной ситуации игроки получают выигрыши 
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Если для всех i(N и всех t=1,2,… выполняются равенства 
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В противном случае найдется число 
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Следовательно, 
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Поэтому 
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И вновь коалиции K не выгодно отклоняться. Теорема доказана.
Теорема. Пусть множества Ui конечны. Если существует ситуация 
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 сильного равновесия в игре 
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, для которой 
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 для всех i(N и всех t=1,2,…, то исход u=(u1,…,un) принадлежит C((Г).
Доказательство. Допустим противное. Тогда найдется такая коалиция K, что для любой стратегии wN\K дополнительной коалиции существует стратегия vK коалиции K, удовлетворяющая условию: исход (vK(wN\K) доминирует исход u по коалиции K. Если исход (vK(wN\K) доминирует исход u по коалиции K, то выполняются неравенства 
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 достигает своего минимума на конечном множестве UN\K в некоторой точке 
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0

NK

w

. В этой точке в частности 
[image: image99.wmf]\

\

0

()

max()()0

KKNK

kKNKk

vVw

kKkK

gvwgu

d

Î

ÎÎ

éù

-=>

êú

ëû

åå

, а значит


[image: image100.wmf]\\

\\

\\

0

()()

minmax()()max()()0

NKNK

KKNKKKNK

kKNKkkKNKk

wU

vVwvVw

kKkKkKkK

gvwgugvwgu

d

Î

ÎÎ

ÎÎÎÎ

éùéù

-=-=>

êúêú

ëûëû

åååå

.
Поэтому для любой стратегии wN\K дополнительной коалиции существует стратегия 
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 коалиции K, удовлетворяющая неравенствам 
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Пусть 
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 игроков входящих в коалицию K. Положим 
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. Далее, пусть 
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Как и при доказательстве предыдущей теоремы проверяется, что выигрыши игроков в ситуации 
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 те же, что соответствующие выигрыши в ситуации u в игре Г.
Оценим суммарный выигрыш игроков, входящих в коалицию K, в ситуации 
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 в любой момент времени t выбранные игроками управления образуют исход 
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, где wN\K – какой-то элемент множества UN\K. Поэтому в любой момент времени выполняется неравенство 
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Кроме того, в любой момент времени выполняются неравенства 
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 по коалиции K, что противоречит условию.
Полученное противоречие доказывает теорему.
Рассмотрим частный случай – игру двух лиц. Введем обозначения 
[image: image120.wmf]22

11

1112

minmax(,)

uU

uU

guu

b

Î

Î

=

, 
[image: image121.wmf]11

22

2212

minmax(,)

uU

uU

guu

b

Î

Î

=

.
Лемма. Исход u принадлежит C((Г) тогда и только тогда, когда он, во-первых, эффективен, и, во-вторых, выполняются неравенства g1(u)≥(1 и g2(u)≥(2.
Доказательство. Докажем сначала необходимость. Если мы в определении (-ядра положим K=N, то придем к эффективности исхода u. 

Докажем неравенство g1(u)≥(1. Если w2 – угроза отклонению коалиции, состоящей из первого игрока, существование которой гарантируется определением (-ядра, то для любой стратегии v1 первого игрока выполняется неравенство g1(u)≥g1(v1,w2). В силу произвольности v1, отсюда следует справедливость неравенства 
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Неравенство g2(u)≥(2 доказывается аналогично. Необходимость установлена.

Докажем достаточность. Выберем стратегии w1 и w2, удовлетворяющие условиям 
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 соответственно. Тогда из неравенств g1(u)≥(1 и g2(u)≥(2 будут следовать неравенства g1(u)≥g1(v1,w2) и g1(u)≥g1(w1,v2), справедливые для любых стратегий v1 и v2. Остается рассмотреть коалицию K, состоящую из двух игроков. Для нее выполнение требования определения 
(-ядра следует из эффективности исхода u.
Множество C((Г) может оказаться пустым. Из последней леммы следует, что дело обстоит так, например, для антагонистических игр, не имеющих седловой точки. В этом случае естественным образом возникает борьба за право сделать свой выбор вторым, зная уже выбор противника.
(-ядро
В этом и следующем разделе ограничимся рассмотрением игр двух лиц (n=2).
Определим множества 
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 наилучших ответов первого и второго игроков соответственно на известные им стратегии противников.

Определение. (-ядром игры Г называется множество C((Г) таких дележей 
[image: image128.wmf]12
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 (u1(U1) найдется v(B2(u1), для которого g1(u0)≥g1(u1,v), а для любого 
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 (u2(U2) найдется w(B1(u2), для которого g2(u0)≥g2(w,u2).
Пусть 
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 – максимальные гарантированные результаты первого и второго игроков соответственно в предположении, что этот игрок обладает правом первого хода.

Лемма. Множество C((Г) есть множество всех дележей u, для которых выполняются неравенства g1(u)≥(1 и g2(u)≥(2.
Доказательство. Пусть дележ 
[image: image133.wmf]12
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 принадлежит (-ядру, u1 – произвольная стратегия первого игрока и v – такая стратегия второго игрока, что v(B2(u1) и выполняется неравенство g1(u0)≥g1(u1,v). Тогда тем более выполняется неравенство 
[image: image134.wmf]21
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. Это означает, что число g1(u0) есть одна из верхних граней функции 
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. А значит, это число не может быть меньше точной верхней грани 
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 этой функции, то есть выполняется неравенство g1(u)≥(1. Неравенство g2(u)≥(2 доказывается аналогично.
Пусть теперь для дележа 
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 не выполняется неравенство g1(u0)≥(1. Значит 
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. Тогда в силу определения точной верхней грани существует стратегия первого игрока v1, для которой выполняется неравенство 
[image: image139.wmf]221

1112

0

()

()min(,)

uBu

gugvu

Î

<

. Но тогда неравенство 
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 выполняется для всех 
w2 (B2(u1), и следовательно, исход u0 не принадлежит (-ядру. Аналогично доказывается, что исход u0 не принадлежит (-ядру, если не выполняется неравенство g2(u0)≥(2.
Лемма доказана.
Множество C( (Г) может оказаться пустым.
Пример. Рассмотрим биматричную игру с выигрышами 
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Если игрок 1 обладает правом первого хода и выберет первую строку, то наилучшим ответом второго игрока станет выбор второго столбца. Тем самым первый игрок может гарантировать себе максимальный выигрыш, равный 1. Аналогично, если второй игрок обладает правом первого хода, то выбор первого столбца гарантирует ему выигрыш 1. Но ни одного исхода, для которого выигрыши обоих игроков были бы не меньше 1 в данной игре нет, то есть (-ядро пусто.
Для игр с пустым (-ядром возникает борьба за право первого хода.

Классификационная теорема

Если, как вы проницательно заметили, один из участников беседы не может предсказать ее, придется этому участнику взять всю беседу на себя.

Г.К. Честертон
Теорема. Множества C((Г) и C( (Г) не могут быть пусты одновременно.
Доказательство. Рассмотрим множество D1(()={u(U: g1(u)≥(1–(, g2(u)≥(2}. Если (>0, то множество D1(() не пусто. В самом деле, рассмотрим произвольный элемент v1(U1, удовлетворяющий условию 
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 и любой элемент v2 из множества B2(u1). Тогда 
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, то есть исход (v1,v2)  принадлежит множеству D1(().
Множество D1(() замкнуто, так как задается системой двух нестрогих неравенств с непрерывными левыми частями. А так как оно принадлежит компактному множеству U, оно само является компактным. Кроме того, если (>(, то D1(()(D1((). Поэтому последовательность 
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 представляет собой последовательность вложенных компактных подмножеств множества U. Так как U компактно, пересечение 
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 не пусто.
Непосредственно проверяется, что D1=D1(0)={u(U: g1(u)≥(1, g2(u)≥(2}. Из этого равенства видно, что множество D1 тоже является компактным. Аналогично показывается, что множество D2={u(U: g2(u)≥(2, g1(u)≥(1} не пусто и компактно.

Так как множество D1 не пусто и компактно, в нем имеется, по крайней мере, один эффективный исход v. Этот исход является эффективным на всем множестве U. Действительно, пусть u – произвольный исход из множества U. Если u принадлежит D1, то он не доминирует v по определению исхода v. Если же u не принадлежит D1, то выполняется хотя бы одно из неравенств g1(u)<(1( g1(v) или g2(u)<(2( g2(v) и исход u не может доминировать исход v.
Итак, пусть v – эффективный исход из множества D1. Допустим, что множества C((Г) и C((Г) пусты. В силу пустоты множества C((Г) для выбранного нами исхода v выполняется неравенство g1(v)<(1. А в силу пустоты C((Г) имеет место неравенство g2(v)<(2 .
Возьмем теперь произвольный исход w из множества D2. Тогда выполняются неравенства g2(w)≥(2>g2(v) и g1(w)≥(1>g1(v), то есть исход w доминирует исход v, что противоречит выбору v. Полученное противоречие доказывает теорему.
Теорема. Если оба множества C((Г) и C((Г) не пусты, то не пусто и их пересечение.

Доказательство. Рассмотрим четыре случая.
а) Пусть (1≥(1 и (2≥(2. Тогда в силу доказанной выше леммы C((Г)(C((Г). Значит пересечение C((Г) и C((Г) есть по сути множество C((Г), которое не пусто по условию теоремы.

б) Пусть наоборот (1((1 и (2((2. Тогда в силу доказанной выше леммы C((Г)(C((Г). Значит пересечение C((Г) и C((Г) есть по сути множество C((Г), которое не пусто по условию теоремы.
в) Пусть теперь (1>(1 но (2<(2. Тогда 
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 и любой исход v из множества D1 принадлежит пересечению C((Г) и C((Г).

г) Случай (1<(1 но (2>(2 рассматривается аналогично предыдущему.
Так как разобранные случаи исчерпывают все возможности, теорема доказана.

Таким образом, все игры двух лиц разбиваются на три класса.

1. Игры в которых (-ядро пусто, а (-ядро – нет. В этом случае каждому из игроков выгодно затягивать с принятием своего решения, стараясь узнать выбор противника.

· Курская дуга – борьба за право второго хода.

2. Игры в которых пусто (-ядро и не пусто (-ядро. В этом случае возникает борьба за право первого хода.
3. Игры в которых и (-ядро и (-ядро не пусты. В этом случае у игроков появляется возможность найти компромисс, который может быть сделан устойчивым при помощи угроз.
Из доказательства последней теоремы следует, что третий класс в свою очередь разбивается на четыре подкласса. 
а) Если (1≥(1 и (2≥(2, то обоим игрокам лучше быть лидером, но в силу этих неравенств все-таки возможен компромисс, делающий ситуацию устойчивой.

б) Если (1((1 и (2((2, то наоборот, обоим игрокам выгодно быть ведомыми, но снова имеется взаимовыгодный исход.

в) Если (1>(1 но (2<(2, то первому игроку выгодно быть лидером, а второму – ведомым и конфликта из-за очередности ходов вовсе не возникает

г) Случай (1<(1 но (2>(2 полностью аналогичен предыдущему.

· Атос и д’Артаньян
Коллективное принятие решений
Рассмотрим следующую модель выборов. Имеются множество N={1,…,n} избирателей и множество L  кандидатов. Каждый избиратель имеет право (и обязан) подать свой голос за одного из кандидатов. Таким образом, множество управлений избирателя i есть множество Ui=L. Кроме того, задано правило подведения результатов выборов, то есть отображение 
[image: image148.wmf]1
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. Кандидат k считается победившим на выборах, если избиратели выбрали управления u1,…,un и R(u1,…,un)=k.
Будем считать, что правило подведения итогов выборов удовлетворяет следующему условию: всегда побеждает один из кандидатов, набравших максимальное количество голосов. Формально это означает, что если R(u1,…,un)=k, то для любого кандидата l мощность множества {i(N: ui=l} не превосходит мощности множества 
{i(N: ui=k}.
Предположим, что предпочтения каждого избирателя i заданы с помощью функции 
[image: image149.wmf]:
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 (чем больше hi(k), тем лучше кандидат k для данного избирателя).

Тогда рассматриваемая ситуация моделируется игрой в нормальной форме <N,U1,…,Un,g1,…,gn>, функции выигрыша в которой определяются равенствами 
[image: image150.wmf]11
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Остановимся подробно на частном случае этой модели, ситуация в котором получила название парадокса Кондорсе.

· Кондорсе (de Condorcet) Жан Антуан-Николь Коришот (1743–1794).
Будем считать, что имеется три кандидата Е, Ж и З и три однородные группы избирателей К, Л и М (
[image: image151.wmf]L
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). Предположим, количество избирателей в каждой группе строго меньше половины общего числа избирателей, а предпочтения определяются следующим образом:
· для избирателей из группы К кандидат З наилучший, а кандидат Е наихудший;

· для избирателей из группы Л кандидат Е наилучший, а кандидат Ж наихудший;

· для избирателей из группы М кандидат Ж наилучший, а кандидат З наихудший.
Покажем, что (-ядро в этой игре пусто. Допустим противное. Пусть (u1,…,un)(C((Г). В силу симметрии игры можно, не ограничивая общности, считать, что R(u1,…,un)=Е.
Но тогда избирателям, входящим в группы К и М выгодно образовать коалицию. В самом деле, если избиратели i, входящие в такую коалицию, выберут управления ui=Ж, то независимо от управлений остальных избирателей, будет выбран кандидат Ж, который для всех членов коалиции лучше кандидата Е. Следовательно, получено противоречие с условием (u1,…,un)(C((Г).
Рассмотренная конструкция послужила началом большой теории общественного поведения
Олигополия Курно

Пусть n фирм производят однородный продукт. Затраты i-ой фирмы на производство единицы продукции не зависят от масштаба производства и равны ci. Управлением фирмы является объем выпуска ui (по своему смыслу эти величины неотрицательны). Целью фирмы является максимизация прибыли gi(u)=p(u)ui–ciui. Будем считать, что рыночная цена продукции линейно убывает с ростом суммарного предложения:
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, где a и b – некоторые положительные константы.
В соответствующей игре 
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. В самом деле, если какой-то игрок вовсе откажется от производства, то он гарантирует себе нулевую прибыль не зависимо от действий партнеров. С другой стороны, если кто-то из его конкурентов выпустит продукцию в объеме 
[image: image154.wmf]a

b

, то цена продукции не сможет быть положительной, и рассматриваемый игрок не сможет получить положительную прибыль, как бы он не действовал.

Таким образом, в данной игре множество дележей, (-ядро и (-ядро совпадают и представляют собой множество эффективных исходов, в которых выигрыши всех игроков неотрицательны.

В случае дуополии Курно (то есть игре двух лиц) можно говорить и о (-ядре. Не ограничивая общности, можно считать, что c1(c2. Тогда, как следует из результатов, полученных выше 
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. Выражение для (1 зависит от соотношения параметров. Возможны три случая.
1. Если 
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. Это глобальный максимум выигрыша первого игрока, который достигается только тогда, когда u2=0 и соответственно выигрыш второго игрока равен нулю. Значит, в этом случае (-ядро пусто.

2. Если 
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, то 
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3. Если  
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· Борьба за право первого хода – Льюс–Райфа, стр. 464

· (-ядро в игре Гермейера-Вателя
Задачи
1. Найдите (-, (- и (-ядра в игре «камень–ножницы–бумага».
2. Докажите, что если в игре Г существует ситуация равновесия по Нэшу, то ее (-ядро не пусто.
3. Стратегия 
[image: image162.wmf]1

0

u

 первого игрока называется строго доминирующей, если для любой другой стратегий u1 первого игрока и и любой стратегии u2 второго игрока выполняется неравенство 
[image: image163.wmf]112112
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. Аналогично, стратегия 
[image: image164.wmf]2
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 второго игрока называется строго доминирующей, если для любой другой стратегий u2 второго игрока и и любой стратегии u1 первого игрока выполняется неравенство 
[image: image165.wmf]112112
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. Пусть в игре двух лиц оба игрока имеют строго доминирующую стратегию. Докажите, что и (-ядро и (-ядро в такой игре не пусты.
4. Стратегия 
[image: image166.wmf]1
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 первого игрока называется доминирующей, если для любой стратегий u1 первого игрока и и любой стратегии u2 второго игрока выполняется неравенство 
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. Аналогично, стратегия 
[image: image168.wmf]2
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 второго игрока называется доминирующей, если для любой стратегий u2 второго игрока и и любой стратегии u1 первого игрока выполняется неравенство 
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. Пусть в игре двух лиц оба игрока имеют доминирующую стратегию. Приведите пример, показывающий, что в такой игре (-ядро может быть пустым.

5. Пусть в игре двух лиц оба игрока имеют доминирующую стратегию. Может ли в такой игре быть пустым (-ядро?
6. Пусть в игре двух лиц найдется такой исход u, что g1(u)= (1 и g2(u)= (2. Докажите, что и (-ядро и (-ядро в такой игре не пусты.
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